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Résuḿe

Nous pŕesentons une réalisation purement fonctionnelle et paresseuse de la technique du mode inverse de
diff érentiation algorithmique. Cette technique, qui permet de calculer de manière pŕecise et efficace les
dérivées des expressions numériques dans un programme, est devenue indispensable dans plusieurs branches
de programmation scientifique. Le mode inverse ou adjoint demande souvent l’usage des lourds paquetages
ext́erieurs, et du pŕe-traitement du programme source. Grâce aux techniques de programmation paresseuse
nous montrons comment intégrer de manière facile et transparente la construction des dérivées adjointes
dans le programme m̂eme. Le ŕesultat est pratiquement utilisable même si plusieurs optimisations seront
nécessaires pour rendre le paquetage utilisable dans des cas plus sérieux.

(Version pŕeliminaire)

1. Introduction

1.1. Différentiation algorithmique

Dans ce travail nouśelaborons une technique particulière de diff́erentiation algorithmique des programmes
numériques. Notre implantation est purement fonctionnelle, et exploite la sémantique paresseuse de manière
assez agressive. Le paquetage aét́e ŕealiśe en Haskell et testé avec l’interpr̀ete Hugs. Nous attendons que le
lecteur soit famillier avec le concept de la programmation paresseuse, et qu’il puisse lire des programmes en
Haskell.

En ǵeńeral, les outils de diff́erentiation algorithmique (DA), ou((automatique)) serventà calculer dans un
programmenuḿerique les d́erivées, gradients, Jacobiens, etc. des expressions par rapportà un ou plusieurs
objets consid́eŕes comme desvariables, ce qui permet par exemple de calculer la dérivée d’une proćedure par
rapportà son param̀etre pour une valeur nuḿerique concr̀ete. Le mot((numérique)) signifie ici deux choses :

– aucune manipulation symbolique des expressions n’a lieu, les variables n’ont pas de noms comme dans
un programme interprét́e par un syst̀eme de calcul formel, et les expressions (p. ex.x*y ) ne sont pas des
arbres qui puissentêtre destructurés en composantes, ce qui permettrait leur traitement symbolique ;

– on obtient la valeur nuḿerique (ŕeelle, complexe, etc.) de l’expression dérivée, calcuĺee en fonction
d’autres valeurs nuḿeriques d́efinissant son contexte.

On n’utilise pas des diff́erences finies. Les techniques de DA sontexactes, c’est-̀a-dire, les d́erivées sont
calcuĺees avec la m̂eme pŕecision que toutes les autres expressions numériques, ce qui est determiné par les
propríet́es du processeur et les librairies de fonctions sur les nombres flottants.

La DA est un v́eńerable et important domaine de recherche et d’applications dans le monde d’ingénierie
et du calcul scientifique, voir p. ex. [1, 2, 3, 4, 5]. Elle est utilisée pour analyser la stabilité deséquations
diff érentielles, pour ŕesoudre quelques problèmes variationnels et dans des centaines d’autres cas. Même dans
les math́ematiques discrètes la diff́erentiation peut servir comme un outil permettant de calculer les coefficients
combinatoires̀a partir de leur fonction ǵeńeratrice [6].
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La technique est basée sur l’observation suivante : le calcul différentiel est algorithmiquement si simple,
que toute manipulation des expressions numériques permettant de calculer les dérivées, peut̂etre facilement
effectúee par le compilateur (ou un logiciel de pré-traitement de la source) capable d’étendre la śemantique du
programme original, en accord avec les règles du calcul diff́erentiel. Ainsi, avec chacune expression originale
on peut calculer simultanément sa d́erivée à partir des constantes dont les dérivées sont́egalesà źero, et
la (ou les)variables, dont les d́erivées sont triviales aussi. Le programmeétendu suit la r̀egle de Leibniz :
(ef)′ = e′f + ef ′, et, plus ǵeńeralement – la r̀egle d’enchâınement :(f(g(x))′ = f ′(g(x)) · g′(x), et en
composant des expressions plus complexes, calcule leurs dérivées pour les m̂emes valeurs nuḿeriques de
toutes les variables du programme. L’implantation la plus primitive consisteà surcharger l’arithḿetique sur
des paires de valeurs numériques : la paire(e, e′) est une valeuŕetendue représentant une expression et sa
dérivée (pour simplicit́e nous discutons ici le cas 1-dimensionnel, facileà ǵeńeraliser). Dans ce nouveau
domaine toutes les constantes explicitesc prendront la forme(c, 0), et la variable distingúee x deviendra
(x, 1). Les oṕerations arithḿetiques seront surchargées par un((lifting )) : (e, e′) + (f, f ′) = (e + f, e′ + f ′);
(e, e′) · (f, f ′) = (e ·f, e′ ·f + e ·f ′); exp(e, e′) =

(
exp(e), exp(e) · e′

)
, etc. La d́erivée est tout simplement le

second́elément d’une telle paire. Le seul problème ici est le fait qu’une telle extension ne définit pas une alg̀ebre
close, on ne peut pas facilement calculer la seconde dérivée. Bien ŝur, de telles ŕealisations qui demandent
uniquement la possibilité de surcharger les opérateurs arithḿetiques, existent depuis longtemps.

Dans [7] nous avonśetendu l’arithḿetique sur des séquences infinies[e, e′, e′′, e(3), . . .] repŕesentant les
expressions avectoutesleur d́erivées, ce qui a permis de définir une alg̀ebre diff́erentielle close, c’est-à-dire
un domaine qui dispose de la panoplie arithmétique standard, et d’un opérateur dedérivation d, linéaire, et
satisfaisant la r̀egle de Leibniz :d(ef) = edf + (de)f . Dans ce domaine la((variable)) x est une structure
équivalentèa la liste[x, 1, 0, 0, . . .], et les constantesc deviennent́evidemment des listes[c, 0, 0, . . .]. Voici
quelques d́efinitions de l’arithḿetiqueétendue dans ce domaine. Poure = (e0 : ê) et f = (f0 : f̂), où
l’opérateur(:) est un constructeur de listes (il formee en ajoutante0 devant la listêe)) nous aurons

e+ f = (e0 + f0 : ê+ f̂)

e · f = (e0 · f0 : ef̂ + êf)
1/e = w où w = (1/e0 : −ê · w2) (1)

exp(e) = w où w = (exp(e0) : wê)
√
e = w où w = (

√
e0 : 1/2 · ê/w

log(e) = (log(e0) : ê/e)

etc. L’oṕerateur de d́erivationd : e→ ê récup̀ere la queue de la liste, et ainsi nous aurons((gratuitement)) aussi
les d́erivées de degrée suṕerieur. Dans un langage paresseuxd n’est pas trivial, car il peut forcer l’évaluation
des expressions difféŕees qui constituent cette queue. On note que les expressions ci-dessus sont co-récursives,
((ouvertes)), et qu’il faut éviter de demander la valeur deséléments dont on n’a pas besoin (par exemple
d’afficher la liste compl̀ete), m̂eme si dans notre implantation onévite la construction des listes infinies triviales
en utilisant une structure de données sṕeciale, òu la liste infinie de źeros est remplacée par une constante
sṕeciale.

La méthode pŕesent́ee ici constitue lemode directde la diff́erentiation algorithmique. Le reste du travail
décrit une technique alternative, dite((inverse)), qui dans quelques contextes sembleêtre plus naturelle, et
parfois, surtout dans le cas multi-dimensionnel creux, aussi plus efficace. La géńeralisation de la ḿethode
directe aux structures régulìeres : tenseurs et formes différentielles enN dimensions peut̂etre trouv́ee dans
l’article [8].

1.2. Mode inverse de diff́erentiation

Les ǵeńeralisations naturelles des listes infiniese = (e0 : ê) pour plusieurs dimensions seraient des arbres
e = (e0, [ê1, . . . , ên]), avec êk = (∂e/∂xk, [. . .dérivées dee′k . . .]). La propagation de telles structures
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pendant l’ex́ecution du programme peutêtre assez côuteuse. Cependant, dans de très nombreuses applications,
le nombre de ŕesultats int́eressants peut̂etre tr̀es inf́erieur au nombre de variables indépendantes. Ceci est
typique pour l’analyse de la sensibilité des processus techniques et naturels (dépendance de la solution finale de
l’ensemble des param̀etres du système et des conditions initiales). Exemples : mét́eorologie et oćeanographie,
diagnostic des ŕeacteurs nucléaires, d́eveloppement de la biosphère, etc. Dans de tels cas, leséquations
diff érentielles d́ecrivent l’́evolution du syst̀eme dans un espace de plusieurs dimensions, mais cet espace n’a
pas de propríet́es((géoḿetriques)) régulìeres, les expressions intermédiaires d́ependent d’habitude d’un nombre
petit de param̀etres (le probl̀eme est((creux))), et à la fin nous demandons un petit nombre de résultats, parfois
un seul, par exemple la température du ŕeacteur en fonction de ses nombreux paramètres d’exploitation.

Comme il est pŕeciśe dans de nombreux textes sur DA, dans ces circonstances il n’est pas nécessaire de
maintenir toutes les d́erivées partielles des expressions intermédiaires par rapport aux variables indépendantes.
Il suffit de d́efinir pour chaque variable (initiale ou intermédiaire) sonadjoint e – la d́erivée durésultat final
par rapport̀a cette variable1. Il est évident qu’au moment de la définition d’une variable interḿediaire dans le
programme, le ŕesultat final n’est pas connu, et l’adjoint ne peutêtre effectivement calculé. Les paquetages de
DA qui exploitent cette technique sont très compliqúes., Nous allons montrer que la sémantique paresseuse
simplifie l’implantation du mode inverse de manière spectaculaire, m̂eme si pour pouvoir l’appliquer aux
probl̀emes ŕeels, un śerieux travail d’optimisation semble encore nécessaire.

Décrivons la d́erivation du mode inverse d’une manière plus formelle. Supposons que(x1, x2, . . . , xM )
constitue la collection des variables indépendantes dans le programme. Sià l’aide d’un ((oracle)) toutes les
conditions dynamiques dans le programme sont résolues, les branchements effectués et les boucles aplâties, le
programme peut̂etre mod́elisé par l’enchâınement des d́efinitions fonctionnelles :

xM+1 ← fM+1(x1, . . . , xM ) ,
xM+2 ← fM+2(x1, . . . , xM+1) , (2)

. . .

R = xN ← fN (x1, . . . , xN−1) ,

où, pour l’homoǵeńeité de la notation toutes les variables intermédiaires portent les noms((xp)). Naturellement,
cet ensemble peutêtre compĺet́e par les affectationsxk ← fk(), où fk est une fonction constante qui fournit la
valeur initiale de la variable en question pourk ≤M . Un petit nombre d’́equations (2), peut-être seulement la
dernìere, qui d́efinitR, sṕecifient les ŕesultats du programme. Les fonctionsf sont typiquement tr̀es((creuses)),
et se ŕeduisent aux oṕerateurs unaires ou binaires.

Pour chaque affectationg ← f(e1, e2, . . . , ek) les adjointsdes arguments̀a droitesont obtenus par

ek ← ek + g
∂f

∂ek
. (3)

Ceci n’est plus une d́efinition (fonctionnelle) d’une variable interḿediaire, mais une structure impérative : la
miseà jour d’une variable existante, puisqueek peut figurer dans plusieurs endroits du programme-source. Pire,
même si les instructions adjointes peuventêtre facilement compilées dans le contexte de l’instruction originale,
elles ne peuvent ŷetre ex́ecut́ees, carg sera connu plus tard, quandg serautilisé.

Les paquetages qui exploitent le mode inverse, p. ex. [4, 9] et plusieurs autres, exécutent le programme
étendu en deux́etapes. D’abord le programme d’origine est exécut́e, les valeurs de toutes les variables
((normales)) calcuĺees, et en parallèle toutes les instructions adjointes sont stockées sur une structure de données
linéaire, dite((bande)) (normalement un fichier). Après avoir calcuĺe le ŕesultat final, la bande est lue et exécut́ee
(interpŕet́ee) à l’envers, de la fin jusqu’au début, òu se trouvent les premières affectations des adjoints des
variables ind́ependantes.

Cette proćedure est visiblement lourde, et un pré-traitement important du code-source est nécessaire, si le
programme est́ecrit dans un langage classique impératif.

1. Ceci n’a aucun rapport avec les adjoints dans la théorie des catégories
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Par exemple, si on veut calculerz′(x), où z est d́efini par le programme :

y = sin(x); z = y2 − x/y , (4)

il faut d’abord calculery et z pendant la phase((avant)) du programme, ensuite initialiser les adjoints :
z ← 1; x← 0; y ← 0, et renverser le flot de contrôle.

z = y2 − x/y; donne x← x+ z(−1/y);
y ← y + z(2y + x/y2); (5)

y = sin(x); donne x← x+ y cos(x) .

Finalementx = −1/ sin(x) + cos(x)
(
2 sin(x) + x/ sin(x)2

)
est la valeur dedz/dx.

Voici la dérivation ǵeńerale de cet algorithme. Les dérivées sont d́efinies par les enchaı̂nements satisfaits
par les matrices de Jacobi :

Jik ≡
dxi
dxk

= δik +
i−1∑
j=k

∂fi
∂xj

dxj
dxk

. (6)

La forme matricielle de cettéequation est :J = I + DJ, où

Dik ≡
∂fi
∂xk

=


0 0 0 . . .

∂f2/∂x1 0 0 . . .
∂f3/∂x1 ∂f3/∂x2 0 . . .

...
...

...
...

 . (7)

Si on commence parxM+1, et si on suit la châıne jusqu’̀axN , on calcule it́erativementJik, et ceci constitue la
méthode directe. Mais on peut (en principe) calculer d’abord les dernières d́erivées partielles, et propager les
valeurs vers l’((arrière)). Sur le plan d’efficacit́e ceci peut̂etre int́eressant, surtout si on a besoin seulement de la
dernìere ligne de la matrice de Jacobi, c’est-à-dire lesélémentsxk = JNk = dxN/dxk. Il est évident que les
matricesJ andD commutent, et si l’́equation d́efinissantJ est ŕeécrite en sa forme adjointe :J = I + JD, ou

Jik = δik +
i∑

j=k+1

JijDjk , (8)

la dernìere ligne satisfait

xk = δNk +
N∑

j=k+1

xjDjk . (9)

On voit immédiatemment le problème, l’adjointxk a besoin dexl pour l > k. La machinerie qui calcule les
adjoints n’est pas seulement lourde, elle est aussi dangereuse. Si le programme exécute une boucle, chaque ré-
affectation d’une variable interḿediaire (ou cŕeation d’une nouvelle instance de cette variable, si la boucle est
réaliśee par la ŕecursivit́e terminale), engendre desnouvellesinstructions adjointes, qui devrontêtre ḿemoriśees
sur la ((bande)). Elle peut devenir tr̀es longue, et plusieurs optimisations seraient essentielles dans des cas
plus complexes [10, 11], mais leur implantation automatique est difficile. Le reste de l’article est consacré à
l’implantation fonctionnelle paresseuse du mode inverse. Nous voulons implanter ce mode de manière simple,
transparente et pratique pour un utilisateur intéresśe par le calcul scientifique, et pour l’instant nous ne discutons
pas ces optimisations.

2. Application de la śemantique non-stricte

2.1. Transformateurs d’états et programmation paresseuse

Notre approche est basée sur les techniques monadiques de programmation fonctionnelle. Bien sûr, nous
ne pouvons pas discuter ici les monades dans leur géńeralit́e, rappelons cependant l’idée essentielle de la
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technique monadique qui permet d’implanter de manière fonctionnelle les effets de bord : la monade ST (State
Transformer), décrite p. ex. dans [12].

Dans un programme fonctionnel l’évaluation d’une expression est((pure)), on obtient une valeur
appartenant, disons,à un type d́enot́e symboliquement para, et c’est tout. Pour mod́eliser la notion d’́etat
qui subit des modifications pendant l’exécution du programme, on remplace les expressions de typea par des
objets fonctionnels de typeST a ≡ s -> (a,s) , où s dénote le type des objets représentant l’́etat : par
exemple un compteur incrément́e à chaquéevaluation d’une variable, une chaı̂ne de caractères qui contient le
trace de l’ex́ecution du programme, etc. Si une expressione est neutre par rapport au changement de cetétat,
elle deviendra une fonction qui laisse l’état intact :\s -> (e,s) . (Rappelons qu’en Haskell le symbole((\ ))

dénoteλ.) Formellement aucune((transformation)) n’a lieu : un oṕerateur agit sur l’́etat initial, et cŕeé un autre
état, appeĺe final. Les deux sont des données ordinaires. Toutefois, si le compilateur peut prouver qu’après la
création de l’́etat final, le programme n’accède plus̀a l’original, il peut optimiser leur gestion en modifiant l’état
initial sur place. Ceci est l’essentiel de l’approche monadiqueà la programmation imṕerative dans un langage
fonctionnel.

Toute fonction qui agissait sur les expressions et produisait des valeurs du même type, doit maintenant
engendrer les transformateurs d’état. Comment elle le fait, dépend de la fonction, nous pouvons cependant
définir de manìere universelle son((lifting )), l’action d’une telle fonction sur un transformateurmde typeST a.
Dans la d́efinition ci-dessous l’oṕerateur>=> dénote l’application((lift ée)) d’une fonctionf à un objet de ce
type :

f >=> m =
\s_init ->

let (x,s_mid) = m s_init
(y,s_final) = (f x) s_mid

in (y,s_final)

L’interprétation est simple : le résultat est une fonction qui doit agir sur unétat initial. D’abord le transformateur
magit sur cet́etat, et engendre uńetat interḿediaire combińe avecx – l’argument effectif de la fonctionf . Cette
fonction agissant surx crée un transformateur qui change l’état interḿediaire en final.

Dans [12] Philip Wadler a proposé une modification apparemment très bizarre de la composition des objets
ST – les transformateurs dont l’enchaı̂nementpropage l’́etat vers l’arrìere dans le temps. Voici la définition de
l’applicationétendue :

f >=> m =
\s_final ->

let (x,s_init) = m s_interm
(y,s_interm) = (f x) s_final

in (y,s_init)

Le résultat est une fonction qui agit sur l’état final. L’oṕerateur qui touche cetétat est le transformateur créé par
l’action de la fonctionf sur son argument. Ce transformateur rend la valeury qui conceptuellement représente
f(x), et accessoirement engendre l’état interḿediaire, qui sera consommé parmet transforḿe en l’́etat initial.
Ceci n’est pas un simple changement de noms. Observons que l’argumentx pour f est pŕepaŕe parmagissant
sur l’état interḿediaire cŕeé parf . Les d́efinitions ci-dessus sont circulaires, les données sont ŕeciproquement
dépendantes, et une telle intrication admet une solution (un programme qui fonctionne) seulement si la
sémantique des appels fonctionnels est paresseuse, si – par exemple –mn’a pas imḿediatemment besoin de
s_interm pour ŕecuṕerer et retournerx .

2.2. Intermezzo :propagation des attributs dans la compilation

A priori il est difficile de trouver des applications immédiates pour une telle((machinèa voyager dans le temps))

qui est loin d’̂etre intuitive. Certes, les programmes circulaires qui exploitent la sémantique non-stricte pour
optimiser la gestion de données par un programme circulaire sont connus depuis longtemps [13], mais ils ont

5



J. Karczmarczuk

un gôut plutôt artificiel. Dans un programme traditionnel les dépendences entre les données et le flot de contrôle
sont synchrones. Il existe cependant un contexte, où les d́ependances entre les entités sont parfois circulaires :
la propagation des attributs sémantiques lors de l’analyse syntaxique d’un programme.

Durant la transformation du programme en arbre syntaxique par un parseur equipé des proćedures
sémantiques, les attributs hérités (p. ex. le type forće par une conversion explicite, ou une information
contextuelle, comme la position d’un item) descendent de la racine dans la direction des feuilles, tandis que
les attributs synth́etiśes montent dans la direction de la racine. La gestion((naturelle)) des attributs pŕeconise
l’usage d’un parseur récursif, descendant, ce qui permet de transmettre (par l’intermédiaire des param̀etres) les
attributs h́erités.

Mais un parseur ascendant, p. ex. LR(1)((ne connâıt pas)) la racine de l’arbre, et le flot des attributs hérités
devient antith́etique par rapport̀a la propagation des valeurs géŕees par le parseur. Quelques géńerateurs de
parseurs orthodoxes interdisent l’usage des attributs hérités, mais la solution beaucoup plus universelle et
élégante est possible aussi, grâceà la programmation paresseuse.

Thomas Johnsson dans l’article [14] analyse cette solution, et avoue que les sources de son inspiration sont
les programmes circulaires de Bird. Analysons la règle syntaxique qui construit une expressionà partir de deux
sous-expressions et d’un opérateur :

E ::= E1 Op E2

Cette r̀egle pilote la synth̀ese des attributs deE, mais c’est́egalement ici òu les attributs h́erités deE1 etE2

sont construits. D́enotons parE S un attribut synth́etiśe attach́e à l’expressionE, par exemple sa((valeur)),
et parEk I des attributs h́erités. Alors l’ensemble de décorations śemantiques (affectations des attributs) peut
être remplaće par la cŕeation d’un attribut synth́etiśeE f qui est un objet fonctionnel défini par le programme
ci-dessous (en supposant que chaque variable possède deux attributs synthetisés et un h́erité) :

E f = λ E I →
let (E1 S1, E1 S2) = E1 f (E1 I)

(E2 S1, E2 S2) = E2 f (E2 I)
{. . . définitions des attributs. . . }

in (E S1, E S2)
où nous voyons que typiquementE S dépend deEk S, et puisqueEk I dépend des attributs deE, les
définitions sont croiśees. Johnsson utilise l’évaluation paresseuse pour résoudre de manière effective la
propagation des attributs, mais il fait mieux : il exploite les attributs comme un paradigme universel, applicable
en tant qu’une technique de programmation géńerale. Il ŕeconstruit dans son article quelques programmes
circulaires de Bird avec une simplicité etélégance remarquables. Il est vraiment amusant de voir comment la
((perversion)) de la monade ST suggère le m̂eme style de programmation, mais il est encore plus amusant de
découvrir que les programmeurs en Fortran en ont besoin, et qu’ils utilisent des techniques analogues déjà une
bonne dizaine d’anńees,̀a l’aide des trucs de programmation très ṕenibles.

Le lecteur int́eresśe par la gestion paresseuse des attributs trouvera beaucoup d’informations dans la
documentation du système de compilation Elegant de Lex Augusteijn [15].

3. Construction du mode inverse de DA

3.1. Arithmétique des adjoints

Dans notre construction – comme le lecteur a déjà a pu d́eduire – les adjoints constituent la paramétrisation de
l’ état, cet́etat paradoxal qui se propage du futur vers le passé.

Le style monadique classique utilise souvent une syntaxe particulière : l’oṕerateur((bind)) qui enchâıne
les monades (c’est la transposition de notre opérateur>=>), ou la forme syntaxique((do)) qui simule un
style imṕeratif de programmation. Nous voulonséviter toute syntaxe spéciale, etécrire les programmes de
manìere tr̀es traditionnelle et fonctionnelle, grâceà la surcharge des opérateurs standard. Ce qui restera de

6



Codes adjoints paresseux

l’id ée monadique est le fait que l’état est cach́e de la surface du programme.

Il n’y aura pas de misèa jour imṕerative et incŕementale des adjoints dans le programme comme dans (3).
Nous construirons seulement les contributions spécifiées par cettéequation :g ∂f∂ek , et le ŕesultat sera directement
la somme d́efinie dans l’́equation (9).

Pour simplicit́e nous commençons par la discussion du cas 1-dimensionnel. L’((état final)) est l’adjoint du
résultat final, c’est̀a dire 1. l’́etat initial est l’adjoint de la variable indépendante. Quand le programme démarre,
et la variable de diff́erentiation est utiliśee, son adjoint apparaı̂t aussi, mais son statut existentiel est un peu
fantomal, il ne sera réellement forḿe qu’en fin de programme, quand le transformateur final est appliqué à 1.

Dans le cas 1-dimensionnel l’état appartient au m̂eme type que toute autre expression, d’habitude c’est un
nombre flottant. Le transformateur d’états, et les ǵeńerateurs des constantes et de la variable de différentiation
sont d́efinis par

newtype Ldif a = Ld (a->(a,a))

lCnst c = Ld (\n -> (c, 0))
lDvar x = Ld (\n -> (x, n))

ce qui est parfaitement intuitif : l’adjoint d’une constante n’apporte rien, et l’adjoint dex engendŕe par
l’instruction n = x est x = n. La constructionnewtype en Haskell d́efinit un type physiquement
synonymique avec un autre, ici – avec le type fonctionnela ->(a,a) , mais formellement diff́erent, ce qui
est assuŕe par la pŕesence de la baliseLd dans le programme source, mais qui ne laisse pas de trace pendant
la compilation. En Haskell il existe une autre méthode de d́efinition littérale des synonymes, nous aurions pu
écrire :

type Ldif a = (a->(a,a))

mais l’usage detype est tr̀es restreint, en particulier il est difficile de définir des oṕerateurs surchargés pour
un tel type (les types-synonymes en Haskell ne peuventêtre des instances des classes de types).

Pour des fonctions unaires et binaires quelconques, dont les dérivées (formelles) sont connues, nous
définissons leur((lifting )) géńerique dans le domaineLdif :

llift f f’ (Ld pp) =
Ld (\n->let (p,pb)=pp eb

eb=(f’ p)*n in (f p,pb))

dllift op op1’ op2’ (Ld pp) (Ld qq) =
Ld (\n->let (p,pb)=pp ep; (q,qb)=qq eq

ep=(op1’ p q)*n; eq=(op2’ p q)*n
in (op p q, pb+qb) )

ce qui permet imḿediatemment la construction des fonctionsélémentaireśetendues, par exemple dans le
domaineLdif le logarithme est d́efini parlog = llift log recip , et le cosinus parcos = llift
cos (negate.sin) . Cependant, les opérateurs arithḿetiques standard sont un peu optimisés, et leur
définitions sont courtes (m̂eme si un peu difficiles̀a lire. . . )

negate (Ld pp)=Ld (\n->let (p,pb)=pp (negate n)
in (negate p,pb))

(Ld pp)+(Ld qq) = Ld (\n ->
let (p,pb)=pp n; (q,qb)=qq n
in (p+q, pb+qb) )

(Ld pp)-(Ld qq) = Ld (\n ->
let (p,pb)=pp n; (q,qb)=qq (negate n)
in (p-q, pb+qb) )

(Ld pp)*(Ld qq) = Ld (\n ->
let (p,pb)=pp (n*q); (q,qb)=qq (p*n)
in (p*q, pb+qb) )

(Ld pp)/(Ld qq) = Ld (\n ->
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let (p,pb)=pp (recip q*n); (q,qb)=qq eq
eq=negate (p/(q*q))*n

in (p/q, pb+qb) )

recip (Ld pp) = Ld (\n ->
let (p,pb)=pp eb; w=recip p

eb=negate (w*w)*n in (w,pb))

exp (Ld pp) = Ld (\n ->
let (p,pb)=pp (w*n); w=exp p in (w,pb))

sqrt (Ld pp) = Ld (\n ->
let (p,pb)=pp eb; w=sqrt p

eb=(0.5/w)*n in (w,pb))

-- ... etc. ...

Notez la pŕesence de l’addition des dérivées pour tout oṕerateur binaire. C’est ici que le programme accumule
les adjoints et construit la somme (9).

3.2. Comment utiliser le paquetage?

Si le point de d́epart est une fonction nuḿerique, par exemple la définition d’une fonction hyperbolique :

ch z = let e = exp z
in (e + recip e)/2.0

il faut d’abord s’assurer que la fonction est reconnue par Haskell comme polymorphe, c’est-à-dire que toutes
les entit́es : donńees et oṕerateurs sont surchargés. La d́efinition ci-dessus malgré la pŕesence d’une constante
explicite 2.0 satisfait cette contrainte, car Haskell automatiquement surcharge les constantes numériques (les
((emballe)) dans un appel implicit defromDouble ou fromInteger ).

Afin de calculer la d́erivée de cette fonction par rapportà son param̀etrex pour, disons,x = 0.5 il faut

– appeler, et extraire le transformateur du typeLdif : res = ch (lDvar 0.5) ;
– appliquer le ŕesultatà 1 :paireFinale = res 1

ce qui donne(1.12762597, 0.521095305). Bien ŝur, si on applique la fonctionch à lCnst 0.5 , on obtient
(1.12762597, 0.0).

Dans la programmation pratique on peut combiner l’extraction du transformateur d’états de la structure
Ldif et son applicatioǹa 1 dans une fonction d’évaluation, ou peut-être tout simplement dans la fonction
d’affichage du ŕesultat final.

4. Généralisations et applications

4.1. D́erivées d’ordre suṕerieur

La possibilit́e de calculer les d́erivées d’ordre suṕerieur est assurée ((gratuitement)) par le polymorphisme
de Haskell. Il suffit d’appeler, par exemple :ch (lDvar (lDvar 0.5) , et en extraire la valeur désiŕee.
Cependant en ǵeńeral le mode inverse n’est pas bien adapté aux d́erivées d’ordre suṕerieur, et leur manipulation
devient vite assez pénible, il suffit d’observer que le résultat d’́evaluation derecip (lDvar (lDvar
(lDvar 1.0))) est (((1.0,−1.0), (−1.0, 2.0)), ((−1.0, 2.0), (2.0,−6.0))). Laissons au lecteur l’analyse
de l’algorithme et de sa sémantique dans le cas où le type de base n’est plus numérique, mais constitue un
transformateur d’́etats, observons seulement que la complexité de la structure résultante crôıt exponentiellement
avec le nombre delDvar . . .
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Les paquetages adaptésà Fortran ou C++ d’habitude renoncent de calculer les dérivées d’ordre suṕerieur
à 2. Si l’utilisateur a besoin de ces dérivées dans un programme fonctionnel, nous préconisons l’usage de la
méthode directe [7, 8].

4.2. Cas multi-dimensionnel

Dans la section (1.2) nous avons souligné que les techniques de DA en mode inverse sont particulièrement
intéressantes dans des cas M-dimensionnels (avec M variables indépendantes, dont les adjoints doiventêtre
calcuĺes) irŕeguliers, non-ǵeoḿetriques, òu les matrices de Jacobi sont creuses. La géńeralisation de la ḿethode
propośee est directe et naturelle, ce qui permet de calculer les gradients, Jacobiens, Hessiens etc., relativement
facilement. Malheureusement l’efficacité de l’algorithme en souffre beaucoup. L’indicek dans l’́equation (9)
parcourt toutes les dimensions, et si nous voulons garder la simplicité du codage fonctionnel, les adjoints seront
des vecteurs, (très creux) tandis que dans l’approche impérative les variables adjointes restaient scalaires.

Nous avons donc réd́efini le typeLdif , en remplaçant le type des adjoints par une liste, ou plutôt par un
type synonymiquèa une liste :

newtype Adj a = Ad [a]
newtype Ldif a = Ld (Adj a->(a,Adj a))

Les adjoints des constantes sont des listes de zéros, et la k-ième variable ind́ependantexk est
convertie enLd (\nn->(xk,Ad[0,0,...,1,0,...])) (le constructeurlDvar prend un param̀etre
suppĺementaire :la position de 1 dans la liste des adjoints).

Le reste du code subit des modifications cosmétiques, par exemple la somme des adjoints demande la
construction de l’oṕerateur(+) surcharǵe qui agit sur les listes additionnant leséléments, et le produitn*q où
maintenantn poss̀ede plusieurs composantes, devientn*>q , où l’opérateur (non-standard)(*>) est d́efini par

Ad n *> q = Ad (map (q*) n)

et cŕeé la liste de produits deq par lesélémentsnk . (En ǵeńeral, dans notre paquetage cet opérateur est
surcharǵe et sert̀a multiplier des suites quelconques, p. ex. des listes par deséléments de base).

Le résultat final est ǵeńeŕe par le transformateur agissant sur la listeAd[1,1,...,1] . Bien ŝur, rien
n’emp̂eche de calculer les dérivées d’ordre suṕerieur aussi dans le cas multi-dimensionnel.

4.3. Une optimisation ĺeg̀ere

Notre codage des adjoints n’est pas très efficace, m̂eme si la complexit́e de nos algorithmes se comporte
formellement de la m̂eme façon que dans d’autres implantations du mode inverse. Nous n’avons encore essayé
aucune optimisation présente dans des populaires paquetages de DA, la plupart de ces optimisationsétant
sṕecifiqueà la programmation imṕerative.

L’usage de ḿemoire ḿerite une analyse approfondie. Dans un programme paresseux les expressions
diff éŕees occupent la ḿemoire sous forme dethunks– fermetures composées du code compilée et de ŕeférences
aux objets appartenantà l’environnement de ce code. Thunks peuventêtre combińees avant d’̂etreévalúees, ils
remplacent la((bande)) des programmes impératifs et leur taille peut devenir très grande lors de leur application
– rappelons quetoutesles oṕerations diff́eŕees seront alors exécut́ees, et qu’il n’y ait pas de réutilisation des
variables adjointes ; c’est ici qu’une optimisation s’impose.

Nous proposons ici une lég̀ere modification du formalisme, ce qui permet d’alléger un peu la surcharge
cauśe par la suspension detoutesles oṕerations. En effet, normalement les valeurs principales peuventêtre
calcuĺees imḿediatemment, seulement les adjoints doivent rester sous la forme fonctionnelle, difféŕee. On peut
imaginer des exceptions, si l’algorithme codé par le programmeutilise les d́erivées pour calculer d’autre chose,
par exemple pour résoudre un problème d’optimisation, mais nous n’allons pas traiter ce cas ici. Introduisons
donc la structure de donnée suivante et les géńerateurs primitifs (le cas 1-dimensionnel est présent́e) :

data Rdif a = Rd a (a->a)
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rCnst c = Rd c (\_->0)
rDvar x = Rd x id

L’expressionRd e g contient directement une valeur numérique e, mais son deuxième champ est une
((promesse)) de fournir l’adjoint quand cette expression sera utilisé dans un contexte où l’adjoint pourraêtre
calcuĺe. Pour ŕecuṕerer la d́erivée du ŕesultat finalRd r g il faut appliquerg à 1.

L’arithmétique est une simplification du code présent́e ci-dessus. Le((lifting )) géńerique prend la forme
suivante :

rlift f f’ (Rd p pr) =
Rd (f p) (\r->pr(r*f’ p))

drlift f f1’ f2’ (Rd p pr) (Rd q qr) =
Rd (f p q)

(\r->pr(r*f1’ p q)+qr(r*f2’ p q))

Notons que l’oṕerateurf est appliqúe tout de suite, ce quíelimine les ŕeférences croiśees entre l’expression
et son adjoint. Ainsi nous nous sommeséloigńees du mod̀ele anti-temporal original. L’économie de ḿemoire
introduite par cette optimisation peutêtre importante, m̂eme si le temps d’ex́ecution ne doit pas subir des
modifications drastiques, car le nombre d’opérations effectives reste comparable. Les opérations arithḿetiques
étendues deviennent :

negate (Rd e _) = Rd (negate e)
(\r->(negate r))

(Rd p pr)+(Rd q qr)=Rd (p+q) (\r->pr(r)+qr(r))
(Rd p pr)-(Rd q qr)=Rd (p-q) (\r->pr(r)+qr(negate r))

(Rd p pr)*(Rd q qr)=Rd (p*q) (\r->pr(r*q)+qr(r*p))

(Rd p pr)/(Rd q qr)=
Rd (p/q) (\r->pr(r/q)+qr(negate r*p/(q*q)))

recip (Rd p pr)=Rd w (\r->pr(negate r*w*w))
where w=recip p

exp (Rd p pr) = Rd w (\r -> pr(r*w)) where w=exp p
sqrt (Rd e pr) = Rd w (\r->pr(0.5*r/w))

where w=sqrt e
-- et, tout simplement ...
log = rlift log recip
sin = rlift sin cos
cos = rlift cos (negate . sin)

L’ économie de ḿemoire peutêtre tr̀es substantielle, mais il ne faut pas utiliser la technique inverse sans
d’autres optimisations dans des cas où la châıne des adjoints devient trop longue. Un exemple-piège typique est
l’analyse de la stabilit́e des algorithmes de solution deséquations diff́erentielles par rapport au changement
des conditions initiales. Prenonsà titre d’exemple acad́emique uneéquation diff́erentielle simple, p. ex.,
l’oscillateur : y′′(t) + ω2y = 0, ou y′ = ωv : v′ = −ωy, qui peutêtre ŕesolu par l’algorithme d’Euler,̀a
partir dey0 etv0 pourt = t0 arbitraire :

yn+1 = yn + hvn (10)

vn+1 = vn − hyn (11)

où h = ω∆t. Nous voulons montrer que la méthode d’Euler est instable, en affichant par exemple les valeurs
de∂yn/∂y0 pour unn assez grand. La manière la plus courte et compacte d’écrire les solutions deśequations
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diff érentielles sous forme de suites paresseuses aét́e propośe par nous dans [16]. Voici le code dans ce cas, où
les suitesyn etvn sont simplement représent́ees par des listes :

y = y0 : (y + h *> v)
v = v0 : (v - h *> y)

Les oṕerateurs arithḿetiques sur des listes sont surchargées et combinent leśeléments correspondants. Or,
si on d́eclare p. ex.y0 = rDvar 1.0 , et v0 et h comme des constantesà l’aide derCnst , le calcul de
y1000 et l’affichage de sa valeur principale sont presque immédiates, mais on ne peut calculer la valeur de la
dérivée dans un temps raisonnable. Dans les paquetages de DA on propose de lire, interpréter, et effacer la
((bande)) périodiquement. Encore une fois, ceci est conceptuellement très simple dans notre formalisme, et une
implantation plus śerieuse du paquetage est en cours.

5. Conclusions et perspectives

L’importance des techniques fonctionnelles de programmation dans le domaine du calcul scientifique reste
toujours relativement faible. La puissance de l’inférence des types, le polymorphisme et les facilités de
construction des données sont reconnus, mais trop souvent l’élégance de l’approche fonctionnelle, son affinité
avec la formalisation mathématique et sa compacité de codage sont relégúees au second plan, sacrifiées au
nom de l’efficacit́e. En particulier, les techniques qui profitent de la sémantique paresseuse sont d’habitude
consid́eŕees trop lentes et gourmandes en mémoire, et de plus((non-naturelles)). (Les langages fonctionnels qui
ont acquis une certaine reconnaissance industrielle, comme Erlang, SML ou CAML sont stricts).

Mais les ressources humaines sont coûteuseśegalement. Dans notre opinion le fait que les techniques
fonctionnelles paresseuses constituent unoutil d’algorithmisation très puissant et́economique, et qu’il est
possible d’exploiter la śemantique non-stricte de manière tr̀es agressive et non-triviale, peut favoriser l’usage
des langages fonctionnels par les physiciens, ingénieurs, etc.

Notre butétait plut̂ot méthodologique, en construisant cette maquette nous voulions montrer et expliquer un
style particulier de programmation fonctionnelle dans un contexte sans doute très utile. Les ŕesultats pratiques
nous semblent très promettants grâceà la simplicit́e du codage, et un peu d’exotisme présent dans le modèle de
propagation deśetats contre le flux du temps rend le sujet assez excitant.
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