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Résune

Nous pésentons uneéalisation purement fonctionnelle et paresseuse de la technique du mode inverse de
différentiation algorithmique. Cette technique, qui permet de calculer deemapecise et efficace les
derivées des expressions nariues dans un programme, est devenue indispensable dans plusieurs branches
de programmation scientifique. Le mode inverse ou adjoint demande souvent I'usage des lourds paquetages
exterieurs, et du f@-traitement du programme source a6 aux techniques de programmation paresseuse
nous montrons comment &grer de ma@re facile et transparente la construction desvées adjointes

dans le programme @me. Le ésultat est pratiquement utilisableéme si plusieurs optimisations seront
nécessaires pour rendre le paquetage utilisable dans des casrpus.s

(Version peliminaire)

1. Introduction

1.1. Difféerentiation algorithmique

Dans ce travail nouglaborons une technique parti@r de diférentiation algorithmique des programmes
numériques. Notre implantation est purement fonctionnelle, et exploitérfeantique paresseuse de négai

assez agressive. Le paquetagettaréali€ en Haskell et teétavec I'interpete Hugs. Nous attendons que le
lecteur soit famillier avec le concept de la programmation paresseuse, et qu'il puisse lire des programmes en
Haskell.

En geréral, les outils de diffrentiation algorithmique (DA), owautomatique serventa calculer dans un
programmenurnérique les cerivées, gradients, Jacobiens, etc. des expressions par rapporbu plusieurs
objets consiéres comme degariables ce qui permet par exemple de calculer &aidte d’'une proedure par
rapporta son paramtre pour une valeur nuenique congaete. Le moknumérique signifie ici deux choses:

— aucune manipulation symbolique des expressions n’a lieu, les variables n'ont pas de noms comme dans
un programme inter@té par un systme de calcul formel, et les expressions (px&x.) ne sont pas des
arbres qui puissertitre destruct@s en composantes, ce qui permettrait leur traitement symbolique ;

— on obtient la valeur nuarique (eelle, complexe, etc.) de I'expressiogrivee, calcude en fonction
d’'autres valeurs nuériques éfinissant son contexte.

On n'utilise pas des diffrences finies. Les techniques de DA seractes c’esta-dire, les érivees sont
calcukes avec la Bme pecision que toutes les autres expressionsariques, ce qui est deterngéimpar les
proprietes du processeur et les librairies de fonctions sur les nombres flottants.

La DA est un erérable et important domaine de recherche et d’applications dans le mondenigirg
et du calcul scientifique, voir p. ex. [1, 2, 3, 4, 5]. Elle est ugtispour analyser la stab#éitdeséquations
différentielles, pouragsoudre quelques prahes variationnels et dans des centaines d'autres éaaeMans
les mattematiques disétes la diferentiation peut servir comme un outil permettant de calculer les coefficients
combinatoires partir de leur fonctiongrératrice [6].
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La technique est bée sur I'observation suivante : le calcul éiféntiel est algorithmiquement si simple,
gue toute manipulation des expressions atiques permettant de calculer lesrigiees, peuétre facilement
effectiee par le compilateur (ou un logiciel degptraitement de la source) capablét@ndre la mantique du
programme original, en accord avec légles du calcul diffrentiel. Ainsi, avec chacune expression originale
on peut calculer simult@ament sa @rivee a partir des constantes dont lesridées songgalesa zro, et
la (ou les)variables dont les @riveées sont triviales aussi. Le programgétendu suit laggle de Leibniz:
(ef) = €'f + ef’, et, plus gréralement — la&gle d’enchtnement:(f(g(x)) = f'(9(z)) - ¢'(z), et en
composant des expressions plus complexes, calcule |€nrees pour les Bmes valeurs nuamiques de
toutes les variables du programme. Limplantation la plus primitive conaistiercharger I'arithitique sur
des paires de valeurs néniques: la pairde, e’) est une valeuétendue ref@sentant une expression et sa
déerivée (pour simplicié nous discutons ici le cas 1-dimensionnel, facilegréraliser). Dans ce nouveau
domaine toutes les constantes explicitegrendront la formeg(c,0), et la variable distinglee = deviendra
(z,1). Les ogerations arithratiques seront surchdrgs par urlifting»: (e,e’) + (f, f') = (e + f, €' + f');
(e;e¢)-(f.f)=(e-f.e - f+e-f');exp(e,€') = (exp(e),exp(e)-€'), etc. La drivée est tout simplement le
seconcklement d’une telle paire. Le seul prébhe ici est |e fait qu’une telle extension rifidit pas une algbre
close, on ne peut pas facilement calculer la secoralwék. Bien éir, de telles galisations qui demandent
uniquement la possibiktde surcharger les émateurs arithietiques, existent depuis longtemps.

Dans [7] nous avongtendu larithnétique sur deséjuences infinieg, e/, e, e, .. ] repiesentant les
expressions avetutesleur cerivees, ce qui a permis deéfinir une algbre diférentielle close, c’esi-dire
un domaine qui dispose de la panoplie ari¢iique standard, et d’un épateur dedérivationd, linéaire, et
satisfaisant laggle de Leibnizd(ef) = edf + (de)f. Dans ce domaine lavariable x est une structure
équivalentea la liste[z, 1,0,0,.. ], et les constantes deviennengvidemment des listefg, 0,0, . . .]. Voici

quelques éfinitions de l'arithnétique étendue dans ce domaine. Peur= (e : é) et f = (fo : f), oU
I'opérateur(:) est un constructeur de listes (il formen ajoutant, devant la liste?)) nous aurons

et+f = (co+fo:e+f)

e-f = (e foref+ef)

/e = w o0 w=(1/ey:—é-w?) (1)
exp(e) = w ou w=(exp(eg) : wé)

Ve = w ol w=(yer:1/2-¢/w
log(e) = (logleo) : ¢/c)

etc. L'operateur de @rivationd : e — ¢ récupere la queue de la liste, et ainsi nous aurayratuitement aussi

les cerivees de dege sugrieur. Dans un langage paresselr’est pas trivial, car il peut forcerédvaluation
des expressions défees qui constituent cette queue. On note que les expressions ci-dessus éontsives,
«ouvertes, et qu'il faut éviter de demander la valeur défements dont on n'a pas besoin (par exemple
d’afficher la liste compite), néme si dans notre implantation éwite la construction des listes infinies triviales
en utilisant une structure de dares spciale, @i la liste infinie de 2ros est remplde par une constante
speciale.

La méthode pesenge ici constitue lanode directde la differentiation algorithmique. Le reste du travail
décrit une technique alternative, dittnverse, qui dans quelques contextes sembtee plus naturelle, et
parfois, surtout dans le cas multi-dimensionnel creux, aussi plus efficaceéreaalisation de la ethode
directe aux structuregulieres : tenseurs et formes @ifentielles enV dimensions peugtre trouee dans
l'article [8].

1.2. Mode inverse de diférentiation

Les geréralisations naturelles des listes infinies= (eq : é) pour plusieurs dimensions seraient des arbres
e = (eo,[é1,...,6,]), avecé, = (Je/Oxy,|...dérivees de, ...]). La propagation de telles structures
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pendant I'eecution du programme peétre assez ddeuse. Cependant, dans destnombreuses applications,

le nombre de @sultats inkressants peltre tes infrieur au nombre de variables &mkndantes. Ceci est
typique pour I'analyse de la sensib@itles processus techniques et naturépéddance de la solution finale de
I'ensemble des paragtres du sysime et des conditions initiales). Exemplesateorologie et oeanographie,
diagnostic desé&acteurs nuélaires, éveloppement de la biosete, etc. Dans de tels cas, leguations
différentielles décrivent I'évolution du systme dans un espace de plusieurs dimensions, mais cet espace n'a
pas de propétes«geometriques régulieres, les expressions intezdiaires @pendent d’habitude d’'un nombre
petit de pararatres (le prol#me eskcreux), eta la fin nous demandons un petit nombre &euttats, parfois

un seul, par exemple la terapature dué&acteur en fonction de ses nombreux paraes d’exploitation.

Comme il est peci® dans de nombreux textes sur DA, dans ces circonstances il n'eséqassaire de
maintenir toutes lesétivées partielles des expressions intedmaires par rapport aux variables @péndantes.
I suffit de définir pour chaque variable (initiale ou inteediaire) soradjoint e — la cerivee durésultat final
par rapporx cette variablé 1l estévident qu’au moment de lfinition d’une variable interédiaire dans le
programme, le@sultat final n’est pas connu, et I'adjoint ne pétre effectivement calcél Les paquetages de
DA qui exploitent cette technique sonés compligés., Nous allons montrer que lamrsantique paresseuse
simplifie I'implantation du mode inverse de mare spectaculaire, @me si pour pouvoir I'appliquer aux
problemes eels, un &rieux travail d'optimisation semble encoreaessaire.

Décrivons la @rivation du mode inverse d’'une mané plus formelle. Supposons que;, zo, ...,z )
constitue la collection des variables émgkndantes dans le programmeaSiaide d'un«oracle toutes les
conditions dynamiques dans le programme sésblues, les branchements effé&swet les boucles dties, le
programme pel&tre moelisé par I'enchinement desé&finitions fonctionnelles :

eve1 — a2,
Trvye —  fuso(T, ., 2M41), 2
RZCCN «— fN(xl,...,foﬂ,

ou, pour ’homog@reéité de la notation toutes les variables intédiaires portent les noms:,». Naturellement,
cet ensemble peétre compkte par les affectations;, — fi(), ou fx est une fonction constante qui fournit la
valeur initiale de la variable en question paug M. Un petit nombre dquations (2), peudire seulement la
dernire, qui @&finit R, specifient les esultats du programme. Les fonctiofisont typiguement &s«creuses,

et se eduisent aux ograteurs unaires ou binaires.

Pour chaque affectatiogn— f(es,e2, ..., ex) les adjointsles argumenta droite sont obtenus par
0
€L — ep + g—f . (3)
56k

Ceci n'est plus uneé&finition (fonctionnelle) d’'une variable integdiaire, mais une structure irfagtive : la
misea jour d’une variable existante, puisgiigpeut figurer dans plusieurs endroits du programme-source. Pire,
méme si les instructions adjointes peuvetre facilement compiles dans le contexte de I'instruction originale,
elles ne peuvent&tre execuges carg sera connu plus tard, quapderautilisé.

Les paquetages qui exploitent le mode inverse, p. ex. [4, 9] et plusieurs autestes le programme
étendu en deuxtapes. D'abord le programme d'origine eseéext, les valeurs de toutes les variables
«normales calcukes, et en parale toutes les instructions adjointes sont séasksur une structure de déms
linéaire, dite<bande (normalement un fichier). Aps avoir calcud le esultat final, la bande est lue eexige
(interpetee) a I'envers, de la fin jusqu’auédbut, ai se trouvent les premies affectations des adjoints des
variables inépendantes.

Cette proédure est visiblement lourde, et urégraitement important du code-source estessaire, si le
programme egtcrit dans un langage classique inatif.

1. Ceci n’a aucun rapport avec les adjoints danséatie des ca&gories
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Par exemple, si on veut calcul€l(z), ol z est cfini par le programme::

y=sin(z); 2=y —a/y, 4

il faut d’abord calculery et z pendant la phaseavant du programme, ensuite initialiser les adjoints:
zZ«+ 1; T« 0; 7 < 0, etrenverser le flot de coidie.

z::y2—-$/y; donne T —T+z(—1/y);
§<—§+5(2y+$/y ©)
y = sin(z); donne T «— T+ 7ycos(x).
Finalementt = —1/sin(z) + cos(z) (2sin(z) + z/sin(z)?) est la valeur dez/dz.

Voici la dérivation gerérale de cet algorithme. Le€idvées sont éfinies par les encli@ements satisfaits
par les matrices de Jacobi:

= +Z Of dt;. ©)

« dwj dy,

La forme matricielle de cettequation estI =1+ DJ, ou

0 0 0
o, 0fa/0x1 0 0 ...
Dikza—mk: Ofs)dxy Ofs/dzs 0 ... | - (7)

Si on commence par; .1, €t Si on suit la chime jusquaxy, on calcule ierativement,, et ceci constitue la
méthode directe. Mais on peut (en principe) calculer d’abord les élesidrivées partielles, et propager les
valeurs vers karriere». Sur le plan d’efficacé ceci peuétre ineressant, surtout si on a besoin seulement de la
dernkre ligne de la matrice de Jacobi, c'éstlire leselementsz, = Iy = dan/dzy. |l estévident que les
matrices] andD commutent, et si Equation @finissant] est €écrite en sa forme adjointd:= I+ JD, ou

Jir = 0k + Z Ji;Djr, 8)
j=k+1
la dernére ligne satisfait
N
T = 0Nk + Z ijjk . 9
Jj=k+1

On voit immédiatemment le probme, I'adjointz, a besoin de&;; pour! > k. La machinerie qui calcule les
adjoints n'est pas seulement lourde, elle est aussi dangereuse. Si le prograuooie are boucle, chaque-r
affectation d’'une variable inter@diaire (ou ceation d’'une nouvelle instance de cette variable, si la boucle est
réali®e par lagcursivie terminale), engendre desuvellesnstructions adjointes, qui devrog@itre nemorises

sur la«bande. Elle peut devenir &rs longue, et plusieurs optimisations seraient essentielles dans des cas
plus complexes [10, 11], mais leur implantation automatique est difficile. Le reste de l'article est é@nsacr
l'implantation fonctionnelle paresseuse du mode inverse. Nous voulons implanter ce mode &le siamle,
transparente et pratique pour un utilisateugiasg par le calcul scientifique, et pour I'instant nous ne discutons
pas ces optimisations.

2. Application de la £mantique non-stricte

2.1. Transformateurs d’états et programmation paresseuse

Notre approche est bas sur les techniques monadiques de programmation fonctionnelle. Bienosis
ne pouvons pas discuter ici les monades dans |éverglite, rappelons cependant l&d essentielle de la
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technique monadique qui permet d’implanter de raemfonctionnelle les effets de bord : la monade Staie
Transformey, décrite p. ex. dans [12].

Dans un programme fonctionnelélaluation d’'une expression espure:, on obtient une valeur
appartenant, disong, un type @no€ symboliquement paa, et c’est tout. Pour maaiser la notion detat
qui subit des modifications pendant l&oution du programme, on remplace les expressions deatyae des
objets fonctionnels de typ8T a=s -> (a,s) , ous dénote le type des objets r@sentant Btat: par
exemple un compteur inemené a chaquetvaluation d’'une variable, une dna de caraéfres qui contient le
trace de I'elecution du programme, etc. Si une expressi@st neutre par rapport au changement detat
elle deviendra une fonction qui laissétiat intact\s -> (e,s) . (Rappelons qu’en Haskell le symbale»
dénote).) Formellement aucundransformation n'a lieu : un oferateur agit sur état initial, et céé un autre
état, appd final. Les deux sont des dages ordinaires. Toutefois, si le compilateur peut prouver gasafa
création de letat final, le programme n’aede plusa I'original, il peut optimiser leur gestion en modifiarétat
initial sur place. Ceci est I'essentiel de I'approche monadégleeprogrammation ingrative dans un langage
fonctionnel.

Toute fonction qui agissait sur les expressions et produisait des valeur@me tgpe, doit maintenant
engendrer les transformateuredit. Comment elle le fait,apend de la fonction, nous pouvons cependant
définir de mangre universelle sodlifting », I'action d’une telle fonction sur un transformatende typeST a.
Dans la @finition ci-dessous I'oprateur>=> dénote I'applicatiorklift ée- d’'une fonctionf & un objet de ce
type:

f>>m =
\s_init ->
let (x,s_mid) = m s_init
(y,s_final) = (f x) s_mid
in  (y,s_final)

Linterprétation est simple : lédsultat est une fonction qui doit agir surétat initial. D’abord le transformateur
magit sur cettat, et engendre watat internédiaire combig avecx — I'argument effectif de la fonctioh. Cette
fonction agissant sw crée un transformateur qui changéetht internédiaire en final.

Dans [12] Philip Wadler a propéune modification apparemmenrgdrbizarre de la composition des objets
ST - les transformateurs dont I'endhamenipropage |état vers I'arriere dans le temp&/ici la définition de
I'applicationétendue :

f>>m =
\s_final ->
let (x,s_init) = m s_interm
(y,s_interm) = (f x) s_final
in  (y,s_init)

Le résultat est une fonction qui agit suefat final. L'ogerateur qui touche cétat est le transformateuréérpar

I'action de la fonctiorf sur son argument. Ce transformateur rend la valegui conceptuellement regsente

f(x), et accessoirement engendrgtdit interngdiaire, qui sera conson@parmet transforré en I'état initial.

Ceci n’est pas un simple changement de noms. Observons que I'argampeutf est pépaé parmagissant

sur I'état internédiaire ceé parf . Les cefinitions ci-dessus sont circulaires, les dees sont&ciproquement
dépendantes, et une telle intrication admet une solution (un programme qui fonctionne) seulement si la
semantique des appels fonctionnels est paresseuse, si — par exempla pas imn&édiatemment besoin de
s_interm  pour ecugerer et retournex.

2.2. Intermezzo ;propagation des attributs dans la compilation

A priori il est difficile de trouver des applications in&tiiates pour une tellanachinea voyager dans le temps
qui est loin détre intuitive. Certes, les programmes circulaires qui exploitenénaasitique non-stricte pour
optimiser la gestion de doéas par un programme circulaire sont connus depuis longtemps [13], mais ils ont
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un gdit plutot artificiel. Dans un programme traditionnel lép@éndences entre les dé&as et le flot de coritte
sont synchrones. Il existe cependant un contextdes cependances entre les easitsont parfois circulaires :
la propagation des attributémantiques lors de I'analyse syntaxique d’'un programme.

Durant la transformation du programme en arbre syntaxique par un parseué atpspproedures
sémantiques, les attributsetites (p. ex. le type foke par une conversion explicite, ou une information
contextuelle, comme la position d'un item) descendent de la racine dans la direction des feuilles, tandis que
les attributs synthtises montent dans la direction de la racine. La gestimaturelle des attributs conise
l'usage d’'un parseuscursif, descendant, ce qui permet de transmettre (par I'iéiaite des paraatres) les
attributs lerités.

Mais un parseur ascendant, p. ex. LR{fi¢ conn# pas la racine de I'arbre, et le flot des attributsrhes
devient antitetique par rappora la propagation des valeurgérges par le parseur. Quelqueangrateurs de
parseurs orthodoxes interdisent 'usage des attribét&és, mais la solution beaucoup plus universelle et
elegante est possible aussiagea la programmation paresseuse.

Thomas Johnsson dans l'article [14] analyse cette solution, et avoue que les sources de son inspiration sont
les programmes circulaires de Bird. Analysonssgle syntaxique qui construit une expressagrartir de deux
sous-expressions et d’'un@mateur :

F = E1 Op E2
Cette egle pilote la syntbse des attributs d&, mais c’estegalement ici @ les attributs brites deF; et Fs
sont construits. Bnotons par?_S un attribut syntbtise attack a I'expressionE, par exemple savaleur,
et parFE)y,_I des attributs @rités. Alors 'ensemble deétorations 8mantiques (affectations des attributs) peut
étre remplaé par la ceation d’'un attribut syn#tise F_f qui est un objet fonctionnel&ini par le programme
ci-dessous (en supposant que chaque variabl@gesteux attributs synthedis et un brité) :

Ef=X EI—
let (El _Sl, E1 _SQ) = El_f (El_I)
(Ep-S1,E5.52) = Eo_f (Eo.I)
{... définitions des attributs. . }
in (E-Sl,E-SQ)
ol nous voyons que typiquemefit.S dépend deFE;_S, et puisqueE)_I dépend des attributs d&, les
définitions sont croises. Johnsson utiliseélaluation paresseuse pouwrsoudre de maere effective la
propagation des attributs, mais il fait mieux : il exploite les attributs comme un paradigme universel, applicable
en tant qu'une technique de programmati@nagale. Il €construit dans son article quelques programmes
circulaires de Bird avec une simplieietelegance remarquables. Il est vraiment amusant de voir comment la
«perversion de la monade ST sugge le n@me style de programmation, mais il est encore plus amusant de
découvrir que les programmeurs en Fortran en ont besoin, et qu'ils utilisent des techniques an&jagures d
bonne dizaine d'arresa I'aide des trucs de programmatioasnEnibles.

Le lecteur inéresgé par la gestion paresseuse des attributs trouvera beaucoup d'informations dans la
documentation du sy&sine de compilation Elegant de Lex Augusteijn [15].

3. Construction du mode inverse de DA

3.1. Arithmeétique des adjoints

Dans notre construction — comme le lecteugfd pu @duire — les adjoints constituent la paktnsation de
I' état, cetat paradoxal qui se propage du futur vers le @ass

Le style monadique classique utilise souvent une syntaxe pagtieull’operateur«<bind» qui enchéne
les monades (c'est la transposition de notré&rafeur>=>), ou la forme syntaxiquedo» qui simule un
style imperatif de programmation. Nous voulogsiter toute syntaxe &giale, etécrire les programmes de
mankgre tes traditionnelle et fonctionnelle, &gea la surcharge des émteurs standard. Ce qui restera de
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I'id €e monadique est le fait quétat est cadhde la surface du programme.

Il n’y aura pas de mise jour imgerative et incementale des adjoints dans le programme comme dans (3).
Nous construirons seulement les contributiorecsfees par cettequation y%, et le esultat sera directement

la somme éfinie dans lequation (9).

Pour simplicie nous commencons par la discussion du cas 1-dimensionretatfinab est I'adjoint du
résultat final, c’esh dire 1. Iétat initial est I'adjoint de la variable ifghendante. Quand le programnéthrre,
et la variable de diffrentiation est utilise, son adjoint appdtaaussi, mais son statut existentiel est un peu
fantomal, il ne seraéellement forré qu’en fin de programme, quand le transformateur final est ag@iqu

Dans le cas 1-dimensionneétat appartient au @me type que toute autre expression, d’habitude c’est un
nombre flottant. Le transformateurédats, et les grérateurs des constantes et de la variable dérdifitiation
sont &finis par

newtype Ldif a = Ld (a->(a,a))

ICnst ¢ = Ld (\n -> (c, 0))

IDvar x = Ld (\n -> (X, n))
ce qui est parfaitement intuitif: I'adjoint d'une constante n’apporte rien, et I'adjoint: dengende par
linstruction n = x estZ = m. La constructionnewtype en Haskell @&finit un type physiqguement
synonymique avec un autre, ici — avec le type fonctiomneb(a,a) , mais formellement diffrent, ce qui
est assu par la pesence de la balided dans le programme source, mais qui ne laisse pas de trace pendant
la compilation. En Haskell il existe une autréethode de dfinition littérale des synonymes, nous aurions pu
écrire:
type Ldif a = (a->(a,a))

mais I'usage déype est tes restreint, en particulier il est difficile défihir des oprateurs surchagég pour
un tel type (les types-synonymes en Haskell ne peudtatdes instances des classes de types).

Pour des fonctions unaires et binaires quelconques, dontéegds (formelles) sont connues, nous
définissons leuklifting » gérérique dans le domainedif
llift f f (Ld pp) =
Ld (\n->let (p,pb)=pp eb
eb=(f p)*n in (f p,pb))

dllift op opl’ op2’' (Ld pp) (Ld qq) =
Ld (\n->let (p,pb)=pp ep; (9.qb)=qq eq
ep=(opl’ p g)*n; eg=(op2’ p g)*n
in (op p g, pb+gb) )
ce qui permet imradiatemment la construction des foncticslémentairestendues, par exemple dans le
domainelLdif le logarithme est &fini parlog = llift log recip , et le cosinus patos = llift
cos (negate.sin) . Cependant, les @pateurs arithrietigues standard sont un peu optiess et leur
définitions sont courtes (@me si un peu difficilea lire. . .)
negate (Ld pp)=Ld (\n->let (p,pb)=pp (negate n)
in (negate p,pb))
(Ld pp)+(Ld gg) = Ld (\n >
let (p,pb)=pp n; (g,gb)=qq n
in (p+tqg, pb+gb) )
(Ld pp)-(Ld qq) = Ld (\n ->
let (p,pb)=pp n; (a.gb)=qq (negate n)
in (p-q, pb+gb) )

(Ld pp)*(Ld qq) = Ld (\n ->
let (p,pb)=pp (n*q); (a.gb)=qq (p*n)
in (p*q, pb+gb) )

(Ld pp)/(Ld qq) = Ld (\n ->
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let (p,pb)=pp (recip g*n); (q,qb)=aqq eq
eg=negate (p/(g*g))*n
in  (p/g, pb+gb) )

recip (Ld pp) = Ld (\n ->
let (p,pb)=pp eb; w=recip p
eb=negate (W*w)*n  in (w,pb))

exp (Ld pp) = Ld (\n > _
let (p,pb)=pp (W*n); w=exp p in (w,pb))

sgrt (Ld pp) = Ld (\n ->
let (p,pb)=pp eb; w=sqrt p
eb=(0.5/w)*n in  (w,pb))

-- ... etc. ..

Notez la pesence de I'addition dedvées pour tout agrateur binaire. C'est ici que le programme accumule
les adjoints et construit la somme (9).

3.2. Comment utiliser le paquetage?

Si le point de @part est une fonction nwmique, par exemple laédinition d’une fonction hyperbolique :
chz=1lete==expz
in (e + recip e)/2.0
il faut d’abord s’assurer que la fonction est reconnue par Haskell comme polymorph&)-diestgue toutes
les entiés: donies et oprateurs sont surchadg. La @&finition ci-dessus mal@rla pésence d’une constante
explicite 2.0 satisfait cette contrainte, car Haskell automatiquement surcharge les constagéguasniles
«emballe dans un appel implicit dfomDouble oufrominteger ).

Afin de calculer la érivée de cette fonction par rapp@rson paramtrex pour, disonsg = 0.5 il faut

— appeler, et extraire le transformateur du typé& :res = ch (IDvar 0.5) ;
— appliquer le gsultata 1 :paireFinale = res 1

ce qui donng1.12762597,0.521095305). Bien dir, si on applique la fonctionh alCnst 0.5 , on obtient
(1.12762597,0.0).

Dans la programmation pratique on peut combiner I'extraction du transformafeatsdte la structure
Ldif et son applicatiora 1 dans une fonction @valuation, ou peuktre tout simplement dans la fonction
d'affichage du &sultat final.

4. Geénéralisations et applications

4.1. Derivees d’ordre sugerieur

La possibilie de calculer les @tivées d'ordre sugrieur est assée «gratuitement par le polymorphisme
de Haskell. Il suffit d'appeler, par exempleh (IDvar (IDvar 0.5) , et en extraire la valeuréasiee.
Cependant enégéral le mode inverse n’est pas bien a@egquix érivees d'ordre sugrieur, et leur manipulation
devient vite assezémible, il suffit d’'observer que leésultat dévaluation derecip (IDvar (IDvar

(IDvar 1.0))) est(((1.0,-1.0), (-1.0,2.0)), ((—1.0,2.0), (2.0, —6.0))). Laissons au lecteur I'analyse
de I'algorithme et de saésnantique dans le caside type de base n’est plus néngue, mais constitue un
transformateur dtats, observons seulement que la compedétla structureasultante crih exponentiellement
avec le nombre dibvar ...
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Les paquetages adégt Fortran ou C++ d’habitude renoncent de calculer kEx$véles d’ordre sugrieur
a 2. Si l'utilisateur a besoin de cegnil/ees dans un programme fonctionnel, nowscpnisons 'usage de la
méthode directe [7, 8].

4.2. Cas multi-dimensionnel

Dans la section (1.2) nous avons souéigque les techniques de DA en mode inverse sont pagieutient
intéressantes dans des cas M-dimensionnels (avec M variablgseimibntes, dont les adjoints doivétte

calcuks) ireguliers, non-gonetriques, @ les matrices de Jacobi sont creuses. &@galisation de la iethode

propo®e est directe et naturelle, ce qui permet de calculer les gradients, Jacobiens, Hessiens etc., relativement
facilement. Malheureusement I'efficakitie I'algorithme en souffre beaucoup. L'indikalans Iequation (9)

parcourt toutes les dimensions, et si nous voulons garder la sireflicitodage fonctionnel, les adjoints seront

des vecteurs, (s creux) tandis que dans I'approche @rative les variables adjointes restaient scalaires.

Nous avons doncadefini le typelLdif , en remplagant le type des adjoints par une liste, owpfr un
type synonymique une liste :
newtype Adj a = Ad [a]
newtype Ldif a = Ld (Adj a->(a,Ad] a))
Les adjoints des constantes sont des listes @msz et lak-ieme variable indpendantex; est
convertie en,d (\nn->(xk,Ad[0,0,...,1,0,...])) (le constructeutDvar prend un paragtre
suppEmentaire :la position de 1 dans la liste des adjoints).

Le reste du code subit des modifications césques, par exemple la somme des adjoints demande la
construction de I'oprateur(+) surchar@ qui agit sur les listes additionnant iEéments, et le produit*q ou
maintenant pos&de plusieurs composantes, deviefiq , ou I'opérateur (non-standar@>) est cfini par

Ad n *> g = Ad (map (9*) n)

et céé la liste de produits dg par lesélementsny. (En céréral, dans notre paquetage cetmgieur est
surchar@ et serta multiplier des suites quelconques, p. ex. des listes pa&léegents de base).

Le résultat final est gréré par le transformateur agissant sur la lis@1,1,...,1] . Bien dir, rien
n'empeche de calculer lestivées d’'ordre surieur aussi dans le cas multi-dimensionnel.

4.3. Une optimisation Egere

Notre codage des adjoints n'est passtrefficace, lBme si la complex@& de nos algorithmes se comporte
formellement de la @me fagon que dans d’autres implantations du mode inverse. Nous n'avons encadge essay
aucune optimisation psente dans des populaires paquetages de DA, la plupart de ces optimistitns
specifiquea la programmation ingrative.

L'usage de remoire n&rite une analyse approfondie. Dans un programme paresseux les expressions
diff érées occupent la @moire sous forme dbunks- fermetures compégs du code comgie et de&férences
aux objets appartenaat’environnement de ce code. Thunks peuant combiges avant dtreévallees, ils
remplacent labande des programmes ingpatifs et leur taille peut deveniis grande lors de leur application
— rappelons qué#outesles ogerations diferées seront alors éeuges, et qu'il n'y ait pas deéutilisation des
variables adjointes ; c’est ici qu’une optimisation s'impose.

Nous proposons ici uné&gere modification du formalisme, ce qui permet dggkér un peu la surcharge
cau® par la suspension deutesles ogerations. En effet, normalement les valeurs principales pelateat
calcukes imnédiatemment, seulement les adjoints doivent rester sous la forme fonctionnetieedi®n peut
imaginer des exceptions, si I'algorithme éggiar le programmatilise les cerivees pour calculer d’autre chose,
par exemple pourésoudre un prokime d’optimisation, mais nous n’allons pas traiter ce cas ici. Introduisons
donc la structure de doiée suivante et lesagérateurs primitifs (le cas 1-dimensionnel estgeng) :

data Rdif a = Rd a (a->a)
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rCnst ¢
rDvar x

Rd ¢ (\_->0)
Rd x id

L'expressionRd e g contient directement une valeur narque e, mais son deugime champ est une
«promesse de fournir I'adjoint quand cette expression sera Wilians un contextetid’adjoint pourraétre
calcuk. Pour ecugerer la érivée du ésultat finaRd r g il faut appliquerg a 1.

Larithmeétique est une simplification du codeépengé ci-dessus. Lelifting » gérérique prend la forme
suivante :

rlift f f (Rd p pr) =
Rd (f p) (\r->pr(rf' p))
drlift f f1' 22 (Rd p pr) (Rd q qr) =
Rd (f p q)
(\r->pr(r*f1’ p q)+qr(r*f2’ p q))

Notons que l'ograteurf est appligé tout de suite, ce qulimine les eferences cro&es entre I'expression
et son adjoint. Ainsi nous nous somm@eigrees du moédle anti-temporal original. Economie de @moire
introduite par cette optimisation peétre importante, @me si le temps d’é&cution ne doit pas subir des
modifications drastiques, car le nombre dBogtions effectives reste comparable. Lesragions arithratiques
étendues deviennent:

negate (Rd e ) = Rd (negate e)
(\r->(negate r))
(Rd p pr+(Rd q ar)=Rd (p+q) (\r->pr(r)+qr(r))
(Rd p pr)-(Rd g ar)=Rd (p-q) (\r->pr(r)+ar(negate r))

(Rd p p)*(Rd g ar)=Rd (p*q) (\r->pr(r*a)+qr(rp))

(Rd p pn/(Rd q an=
Rd (p/a) (\r->pr(r/g)+qr(negate r*p/(q*q)))
recip (Rd p pr)=Rd w (\r->pr(negate rw*wy))
where w=recip p

Rd w (\r -> pr(r*w)) where w=exp p
Rd w (\r->pr(0.5*r/w))
where w=sqgrt e
-- et, tout simplement ...
log = rlift log recip
sin rlift sin cos
cos rlift cos (negate . sin)

exp (Rd p pr)
sqgrt (Rd e pr)

L' économie de mmoire peutetre tes substantielle, mais il ne faut pas utiliser la technique inverse sans
d’autres optimisations dans des cadachane des adjoints devient trop longue. Un exempkggpitypique est
I'analyse de la stabil@ des algorithmes de solution deguations diférentielles par rapport au changement
des conditions initiales. Prenomstitre d’exemple aca&mique uneéquation diferentielle simple, p. ex.,
I'oscillateur:y” (t) + w?y = 0, 0uy’ = wv : v = —wy, qui peutétre ©solu par I'algorithme d’Euler
partir dey, etwvy pourt = tq arbitraire :

Yn+1 = Yn + hvn (10)
Upg1 = U — hy, (12)

ou h = wAt. Nous voulons montrer que lagthode d’Euler est instable, en affichant par exemple les valeurs
dedy,,/dyo pour unn assez grand. La masie la plus courte et compacteedrire les solutions desjuations
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différentielles sous forme de suites paresseug#s@opog par nous dans [16]. Voici le code dans ce cas, o
les suitegy,, etv,, sont simplement repsenées par des listes:

y=y0:(y + h*>v

v=vVv0:(-h?®*>y)
Les oferateurs arithietiques sur des listes sont surcléag et combinent leslements correspondants. Or,
si on ceclare p. exy0 = rDvar 1.0 , etv0 eth comme des constantésl’aide derCnst , le calcul de
Y1000 €t I'affichage de sa valeur principale sont presque @diaites, mais on ne peut calculer la valeur de la
déerivee dans un temps raisonnable. Dans les paquetages de DA on propose de liréténterpeffacer la
«bande périodiquement. Encore une fois, ceci est conceptuellemenstmple dans notre formalisme, et une
implantation plus érieuse du paguetage est en cours.

5. Conclusions et perspectives

L'importance des techniques fonctionnelles de programmation dans le domaine du calcul scientifique reste
toujours relativement faible. La puissance de Birence des types, le polymorphisme et les faslitle
construction des dor@s sont reconnus, mais trop souveglefjance de I'approche fonctionnelle, son aféinit

avec la formalisation maématique et sa compagitde codage sont EgLees au second plan, sa@és au

nom de l'efficacié. En particulier, les techniques qui profitent de &nantique paresseuse sont d’habitude
consicerées trop lentes et gourmandes eenmoire, et de plusnon-naturelles. (Les langages fonctionnels qui

ont acquis une certaine reconnaissance industrielle, comme Erlang, SML ou CAML sont stricts).

Mais les ressources humaines sonfiteaisessgalement. Dans notre opinion le fait que les techniques
fonctionnelles paresseuses constituentoutil d’algorithmisationtres puissant eéconomique, et qu'il est
possible d’exploiter la@mantique non-stricte de mane tes agressive et non-triviale, peut favoriser l'usage
des langages fonctionnels par les physiciengmneurs, etc.

Notre butétait plubt méthodologique, en construisant cette maquette nous voulions montrer et expliquer un
style particulier de programmation fonctionnelle dans un contexte sans desitdite. Les @sultats pratiques
nous semblent&s promettants gcea la simplicie du codage, et un peu d’exotismégent dans le mede de
propagation deétats contre le flux du temps rend le sujet assez excitant.
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